
  
  
1. （24 分 每小题 6 分）求下列数列或函数的极限 

(1) 
1lim (1 2 3 )n n n

n
n

n→∞
+ + + +L ;      (2) 

x
x

xx sin)1(e
)31ln(lim 22

3

0 −
−

→
; 

(3) 
1

321(lim
+

∞→
−

x

x x
） ；                    (4) 

x
x x

x

e1(lim

1

0

−+
→

）
 

解  （1）因为 n nn11 (1 2 3 n)
n

n nn n n n
n n

= ≤ + + + + ≤ =L ， 

因为

1
lnlim lim 0

1x x

x x
x→+∞ →+∞

= = ，则

1 1 ln 0lim lim lim e e 1
xn x x

n x x
n x

→∞ →+∞ →+∞
= = = = . 

由夹逼极限准则，得
1lim (1 2 3 ) 1n n n

n
n

n→∞
+ + + + =L . 

（2）因为当 0x → 时，
3 3ln(1 3 ) ~ 3x x− − ，

2e 1 ~ 2x x− ， sin ~x x ，因此， 

 
3 3

2 2 20 0

ln(1 3 ) 3 3lim lim
(e 1) sin (2 ) 4xx x

x x
x x x→ →

− −
= = −

− ⋅
. 

（3）

2
2 231

3 3 322 2 2lim (1 lim (1 lim (1 1 e e
x x

x x xx x x

−
+ − −−

→∞ →∞ →∞

⎡ ⎤
− = − ⋅ − = ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
） ） ） . 

（4）

1
1

2 20 0 0

1 l n(1 )(1 e (1 )l n(1 )1lim lim (1 e lim
(1 )

x
x

x x x

x xx x x xxx
x x x x→ → →

⋅ − ++ − − + ++= + = ⋅
+

） ）  

0

l n(1 ) ee lim
2 2x

x
x→

− +
= ⋅ = − 。 

另解：

1 ln(1 ) ln(1 ) 1

0 0 0 0

ln(1 ) 1(1 e e e e 1lim lim e lim e lim

x x
x x x

x x x x

x
x x
x x x x

+ +
−

→ → → →

+
−+ − − −

= = ⋅ = ⋅
）

 

                   20 0 0

1 1ln(1 ) e1e lim e lim e lim
2 2 (1 ) 2x x x

x x xx
x x x x→ → →

−+ − −+= ⋅ = ⋅ = ⋅ = −
+

. 

2. （24 分 每小题 6 分）计算下列函数的导数或微分 

(1) 设 2

arctan
ln(1 )

x t
y t
=⎧

⎨ = +⎩
，求 2

2

d
d

d
d

x
y

x
y
， ；              (2) 设 x

xy
e1

tan
+

= ，求 yd ； 

(3) xxy cos22= ，求
）（100y ； 

(4) 求由方程 0sin
2
1

=+− yyx 所确定的隐函数的二阶导数 2

2

d
d
x
y
。 
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解  （1）
2 2

2

2
d [ln(1 )] 1 21d (arctan )

1

t
y t t t
x t

t

′+ += = =
′

+

，
2

2
2

2

d (2 ) 2 2(1 ) 2e1d (arctan )
1

yy t t
x t

t

′
= = = + =

′
+

. 

（2）
2

2 2

(1 e )d tan tan d(1 e ) (1 e )sec tan ed d
(1 e ) (1 e )

x x x x

x x

x x x xy x+ − ⋅ + + − ⋅
= =

+ +
. 

（3） (100) 2 (100) (99) 2 (98) 2100(100 1)[cos2 ] 100 [cos 2 ] ( ) [cos 2 ] ( )
2!

y x x x x x x−′ ′′= + ⋅ +  

          100 2 99 982 cos2 100 2 2 sin 2 2 9900 cos 2x x x x x= ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅  

          100 22 ( cos2 100 sin 2 2475cos 2 )x x x x x= + − . 

（4）由 0sin
2
1

=+− yyx 两边求导，得
11 cos 0
2

y y y′ ′− + ⋅ = ，解得 

  
2

2 cos
y

y
′ =

−
， 

  2 3

2( sin ) 4sin
(2 cos ) (2 cos )

y y yy
y y
′−′′ = = −

− −
. 

3．（8 分）求函数
)||(

||
3

2

xxx
xxy
−
−

= 的间断点及其类型。 

解  函数在 0x = 和 1x = 处没有定义，故其间断点为 0x = 和 1x = . 
在 0x = 点，由于 

3 3

20 0 0

1 ( | | )lim lim lim 0
| | 1x x x

x x x x x
y x x x+ + +→ → →

− −
= = =

− −
， 

即  
0

lim
x

y
+→

= ∞，故 0x = 为函数
)||(

||
3

2

xxx
xxy
−
−

= 的无穷间断点，属于第二类间断点. ---4 分 

在 1x = 点，由于
2

31 1 1

1 1lim lim lim
( ) (1 ) 2x x x

x xy
x x x x x→ → →

−
= = =

− +
存在，于是， 1x = 为函数

)||(
||

3

2

xxx
xxy
−
−

= 的可去间断点，属于第一类间断点.                              --4 分 

4．（12 分）问α 取何值时，函数 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
00

01sin)(
x

x
x

xxf
，

，α

在 ），（ ∞+∞− 上（1）连续；

（2）可导；（3）一阶导数连续？  

解   （ 1）因为当 0α > 时，
0 0

1lim ( ) lim sin 0 (0)
x x

f x x f
x

α

→ →
= = = ，而 0α ≤ 时，极限



0 0

1lim ( ) lim sin
x x

f x x
x

α

→ →
= 不存在，因此，当 0α > 时 , 函数  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
00

01sin)(
x

x
x

xxf
，

，α

在 

0x = 处连续，从而函数

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
00

01sin)(
x

x
x

xxf
，

，α

在 ），（ ∞+∞− 上连续；        --4 分 

（ 2 ） 由 于
1

0 0

( ) (0) 1lim lim sin
0x x

f x f x
x x

α−

→ →

−
=

−
， 因 此 ， 当 1α > 时 ， 函 数 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
00

01sin)(
x

x
x

xxf
，

，α

在 0x = 处可导，且 (0) 0f ′ = ； 

当 0x ≠ 时，
1 21 1( ) sin cosf x x x

x x
α αα − −′ = − ，所以，函数在 0x ≠ 处可导，因此，当 1α >

时，函数 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
00

01sin)(
x

x
x

xxf
，

，α

在 ），（ ∞+∞− 上可导；                    --4 分 

（3）因为
1 2

0 0

1 1lim ( ) lim( sin cos )
x x

f x x x
x x

α αα − −

→ →
′ = − ，因此，当 2α > 时， 

0
lim ( ) 0 (0)
x

f x f
→

′ ′= = . 

函数

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
00

01sin)(
x

x
x

xxf
，

，α

在 ），（ ∞+∞− 上一阶导数连续.                   --4 分 

5. （8 分）设
n)cos(11)( xxfn −−= ，求证：对任意自然数 n , 

2
1)( =xfn 在 )

2
(0 π
， 中存在

惟一的实根。 

证明  作辅助函数
1 1( ) ( ) (1 cos )
2 2

n
nF x f x x= − = − − ，易知 ( )F x 在

π[0 ]
2
， 上连续，且 

         
1 π 1(0) , ( )
2 2 2

F F= = − ，即
π(0) ( ) 0
2

F F < ，                        --2 分 

由零点定理知，存在
π(0, )
2

ξ ∈ ，使得 ( ) 0F ξ = ，即
2
1)( =xfn 在 )

2
(0 π
， 存在实根. --3 分 

另一方面。由于 

1( ) (1 cos ) sin 0nF x n x x−′ = − − < ， (0 )
2

x π
∈ ， ， 

因此，函数 ( )F x 在
π[0 ]
2
， 上单调减少，故在

π[0 ]
2
， 上 ( )F x 最多一个零点，即

2
1)( =xfn 在

)
2

(0 π
， 中存在惟一的实根.                                                   --3 分 

6. （8 分）证明恒等式： 1)
1

2arcsinarctan2 2 >=
+

+ x
x
xx （π . 

证明  令 2

2( ) 2arctan arcsin
1

xf x x
x

= +
+

，则当 1x > 时， 

          



2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2

2

2 1 2(1 ) 2 2 2 1 2(1 )( ) 0
1 (1 ) 1 1 (1 )21 ( )

1

x x x x xf x
x x x x xx

x

+ − ⋅ + −′ = + ⋅ = + ⋅ =
+ + + − +

−
+

  --3 分 

因此， 2

22arctan arcsin
1

xx C
x

+ ≡
+

.                                 --2 分 

取 3x = ，则
π 2 3 2π π2 arcsin π
3 4 3 3

C = ⋅ + = + = ，故 

2

22arctan arcsin π 1)
1

xx x
x

+ = >
+

（ .                           --3 分 

7． （12 分）设 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，在开区间 ),( ba 内可导，且 0)()( == bfaf ，

证明：在 ),( ba 内存在一点ξ ，使得 0)()( =+′ ξξξ ff 。 

证明  作辅助函数
2/2( ) e ( )xF x f x= ，                                --4 分 

由 已 知 条 件 可 知 ， ( )F x 在 闭 区 间 ],[ ba 上 连 续 ， 在 开 区 间 ),( ba 内 可 导 ， 且
2/2( ) e ( ) 0aF a f a= = ，

2/2( ) e ( ) 0bF b f b= = ，                         --4 分 

由罗尔定理可证，在 ),( ba 内存在一点 ξ ，使得
2/2( ) e [ ( ) ( )] 0F f fξξ ξ ξ ξ′ ′= + = ，即

0)()( =+′ ξξξ ff .                                                  --4 分 
8. （10 分）下面两题任选一题 
(1)设不恒为常数的函数 )(xf 在闭区间 ],[ ba 上连续，在开区间 ),( ba 内可导，且

)()( bfaf = ，证明：在 ),( ba 内至少存在一点ξ ，使得 0)( >′ ξf 。 
证明   因为 )()( bfaf = ，且 )(xf 不恒为常数，则必存在一点 1 ( , )x a b∈ ，使得

1( ) ( )f x f a≠ .                                                --4 分 

如果 1( ) ( ) ( )f x f a f b> = ，由拉格朗日中值定理，存在 1( , ) ( , )a x a bξ ∈ ⊂ ，使得 

1

1

( ) ( )( ) 0f x f af
x a

ξ −′ = >
−

；                          --4 分 

如果 1( ) ( ) ( )f x f a f b< = ，由拉格朗日中值定理，存在 1( , ) ( , )x b a bξ ∈ ⊂ ，使得 

1

1

( ) ( )( ) 0f x f bf
x b

ξ −′ = >
−

.                            --4 分 

（2）设 )(xf 在 ],[ ba 上可微，且 ，， 0)(0)( >′>′ −+ bfaf A)()( == bfaf ，试证明 )(xf ′ 在

),( ba 内至少有两个零点。 

证明  由
( ) ( )( )= lim 0

x a

f x f af a
x a++

→

−′ >
−

，由极限的保号性，存在 a 的一个右邻域 1( , )a a δ+ ，

使得对于任意的 1( , )x a a δ∈ + ，都有
( ) ( ) 0f x f a

x a
−

>
−

，即 ( ) ( )f x f a A> = ；   --3 分 

由
( ) ( )( )= lim 0

x b

f x f bf b
x b−−

→

−′ >
−

，由极限的保号性，存在b 的一个左邻域 2( , )b bδ− ，使得

对于任意的 2( , )x b bδ∈ − ，都有
( ) ( ) 0f x f b

x b
−

>
−

，即 ( ) ( )f x f b A< = ；        --3 分 

综上，存在 1 2,x x 满足 1 2a x x b< < < ，使得 2 1( ) ( )f x A f x< < .                --2 分 

由于 )(xf 在 ],[ ba 上可微，则 )(xf 在 ],[ ba 上连续，即 )(xf 在 1 2[ , ]x x 上连续，由介值定

理，存在 1 2( , )c x x∈ ，使得 ( )f c A= 或 ( ) ( ) ( )f a f c f b A= = = .               --2 分 

由 )(xf 在 ],[ ba 上可微，分别在[ , ]a c 和[ , ]c b 上应用罗尔定理，存在 1 2( , ), ( , )a c c bξ ξ∈ ∈ ，



使得 1 2( ) ( ) 0f fξ ξ′ ′= = . 
因此， )(xf ′ 在 ),( ba 内至少有两个零点.                                    --2 分 
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