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1．求下列函数的极限：（每小题 4 分，共 16 分） 
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2．求下列数列的极限：（每小题 4 分，共 8 分） 

   （1）
1

lim(1 2 3 )n n n
n→∞

+ +             （2） 2 1 1lim (arctan arctan )
1n

n
n n→∞
−
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解：（1）
1

3 (1 2 3 ) 3 3 3n n nn n≤ + + ≤ → →∞Q ，
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   （2）法一、由拉格朗日定理，知
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+
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        法二、
2
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3．（10 分）设数列{ }nx 满足 1 2
x π
= ， 1 sinn nx x+ = ， 1,2,3,...n = ， 

（1）试证明此数列极限存在，并求出 lim nn
x

→∞
； 

（2）试求
2

1

1lim( ) nxn

n
n

x
x
+

→∞
。 

（1）证明：由归纳假设知，0 1, 1,2,3,...nx n< ≤ = ，又 1 sin ,n n nx x x+ = ≤ 由单调有界准则可知此数列 

极限存在；令 lim ,nn
a x

→∞
= 则由 1 sinn nx x+ = ，得 sin ,a a= 故 lim 0nn

x a
→∞

= = ； 

（2）解：
2 2 2 2 3 20 0 0
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4．（10 分）求函数

( 2)( 3)
1 1( ) ( 2) [1 ] cos

x x
xf x x e

x

− −
−= − ÷ − + 的间断点，并判断其类型。 

解：其间断点为 0, 1, 2, 3x x x x= = = = 。 

0
lim ( )
x

f x
+→

Q 和
0

lim ( )
x

f x
−→

都不存在且不为∞， 0x∴ = 是振荡间断点； 

,1cos)(lim
1

=
+→

xf
x

Q 1cos1)(lim
1

+−=
−→

xf
x

， 1x∴ = 是跳跃间断点； 

2 2

( 1) 1 1lim ( ) lim cos 1 cos
3 2 2x x

xf x
x→ →

− −
= + = +

−
Q ， 2x∴ = 是可去间断点； 

3
lim ( )
x

f x
→

= ∞Q ， 3x∴ = 是无穷间断点。 

5．（6 分）求函数
2ln | sec tan | arctan 1xy x x x x= + + + − 的导数

dy
dx

和微分
2x

dy
=
。 

解：
2

1sec (ln 1)
1

xdy x x x
dx x x

= + + +
−

；
2

3(sec 2 4ln 2 4 )
6x

dy dx
=
= + + +  

6．（10 分）已知
2( ) cos 2 ln(1 )f x x x x= + − ，试求

(20) ( )f x 。 

解：
(20) 2 (20) (20)( ) ( cos 2 ) (ln(1 ))f x x x x= + −  

           0 (20) 2 1 (19) 2 (18) 20
20 20 20(cos 2 ) (cos 2 ) 2 (cos 2 ) 2 19! (1 )C x x C x x C x x −= + ⋅ + ⋅ − ⋅ −  

           20220 )1(!19)2cos952sin202cos(2 xxxxxx −⋅−−+=  
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7．（10 分）已知

( )sin 2ln(1 ) 0
( )

1 0ax

a b x x x
f x x

e x

+ + −⎧ >⎪= ⎨
⎪ − ≤⎩

在 0x = 处可导，试求出 a 和b 。 

解：由 ( )f x 在 0x = 处可导，知 
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x x
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0 0
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     可得 

         
0
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x

a b x x
x+→

+ + −
= 以及 20
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x

a b x x a
x+→

+ + −
=  

     故 2a b+ = 以及 20

2sin 2ln(1 )lim 1
x

x xa
x+→

+ −
= = − ， 1, 3.a b∴ = − =  

8．（10 分）设函数 ( )y f x= 的极坐标式为， ,θρ a=  求 ,dy dy
dx dx θ π=

及

0
2

2

=θdx
yd

。  

解： 
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9．（10 分）设函数 ( )f x 和 ( )g x 都是二阶可导，并且 ( )g x 为 ( )f x 的反函数，已知 (0) 1,f =  

(0) 2, (0) 8f f′ ′′= = ，求 (1)g′ 及 (1)g′′ 。 

解一：由 ( ( ))f g x x= ，两边对 x 求导，可得  ( ( )) ( ) 1f g x g x′ ′⋅ =        （1） 

把 x=1 代入（1）式，得
1(1)
2

g′ = ； 

再次对（1）式两边 x 求导，得
2( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) 0f g x g x f g x g x′′ ′ ′ ′′⋅ + =  （2） 

把 x=1 代入（2）式，得 (1) 1g′′ = − 。 

解二: ( )g x 为 ( )f x 的反函数,则 ,
)('

1)('
xfdy

dxyg ==  从而 
2
1
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1)1(' ==

f
g . 
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10．（10 分）以下两题任选其一（仅做一题） 

（1）设 ( )f x 在[0,2]上连续，在 (0, 2)内可导， (0) 0f = ， (1) (2) 0f f+ = ，证明：至少 
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存在 (0,2)ξ ∈ ，使得 ( ) ( )f fξ ξ′ = 。 

（2）设 ( )f x 在[1,2]上连续，在 (1,2)内可导，
1(1)
2

f = ， (2) 2f = ，证明：至少 

存在 (1,2)ξ ∈ ，使得
2 ( )( ) ff ξξ
ξ

′ = 。 

解：（1） (1) (2) 0f f+ =Q ，由介值定理，知 1 [1,2]ξ∃ ∈ ，使得 1( ) 0f ξ = 。 

    令 ( ) ( )xx e f xϕ −= ， [0,2]x∈ ，则 ( )xϕ 在[0,2]上连续，在 (0, 2)内可导，且 1(0) ( ) 0ϕ ϕ ξ= = ， 

    由罗尔定理，存在 (0,2)ξ ∈ ，使得 ( ) 0,ϕ ξ′ = 即 ( ) ( )f fξ ξ′ = 。 

（2）令 2

( )( ) f xx
x

ϕ = ， [1,2]x∈ ，则 ( )xϕ 在[1,2]上连续，在 (1,2)内可导，且
1(1) (2)
2

ϕ ϕ= = ， 

由罗尔定理，存在 (0,2)ξ ∈ ，使得 ( ) 0,ϕ ξ′ = 即
2 ( )( ) ff ξξ
ξ

′ = 。 

附加题 （10 分） 
依次求解下列问题 

（1） 证明方程
2n+1e =0x x+ 有唯一的实根 n (n 0 1 2 )x = L，，， ； 

（2） 证明 lim nn
x

→∞
存在并求其值 A； 

（3） 证明当 n →∞时， nx A− 与
1
n
是同阶无穷小。 

证：（1）令
2n+1

n ( ) exf x x= + ，则 n n
1(0) 1 0 ( 1) 1 0
e

f f= > − = − <， ， 

由连续函数的零点定理知，对任意给定的自然数 n ，均存在 n ( 1 ,0)x ∈ − ，使得 n n( )=0f x ， 

又因为  2nn ( ) =e (2n 1) 0,xdf x x x R
dx

+ + > ∈ ，所以函数 n ( )f x 关于 x 严格单调增加， 

故函数
2n+1( )=ex

nf x x+ 有唯一的实根 nx ，即对任意给定的自然数 n，方程
2n+1e =0x x+ 有唯一的实根 nx 。 

（2）由于 2 1e =0nx n
nx ++ ，即 2 1= e

nx
n

nx +− ，因为 n| | 1x ≤ ,且 lim 0
2 1

n

n

x
n→∞

=
+

， 

所以 02 1lim e 1
nx

n
n

e+

→∞
= = ，故 lim = 1nn

A x
→∞

= − 。 

（3）因为 
2 1e 1 12 1lim lim lim1 1 1 2

nx n
n

n

n n n

x
x A n

n n n

+

→∞ →∞ →∞

−− − + += = =  ，故 nx A− 与
1
n
是同阶无穷小。 

上式用到了 2 1e 1 ~ ( )
2 1

nx
nn x n

n
+ − →∞

+
的等价无穷小代换。 


